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吉田不空雄
滋賀医科大学生命科学講座（物理学）
A comment on effective methods in physics education
Fukuo Yoshida
　近年、自然科学の一般教育に関して分かりやすさが求められる風潮のなかで受講者を惹き付ける方策
が種々考えられ、物理学でも多くのテキストにそのための工夫がこらされているように見受けられる。1-5） 
現実に種々の制約がある場合にはそれは容易なことではなく、限られた時間内に基本的事項を網羅する
のは事実上不可能に近い。また特定の事項に重点を置くと他の部分にしわ寄せされるなど、どうしても
説明が必要以上に簡略化されがちである。与えられた条件のもとで基礎に重きを置くとき、受講者のも
つ知識のレベルを配慮することは必要であるが全員が理解することを目標にするとどうしてもごく簡単
な事象に絞られ、初歩的なことをそのレベルの言葉で説明するのでは分かり易さだけが取り柄で何の刺
激も与えず思考力の向上も期待できないであろう。しかし、発展性のある見方・考え方を取り入れ自然
現象に共通するものが捉えられるようにすれば、問題を限定しても内容を絞ったことによるマイナス面
はかなり緩和されるであろうと思われる。以下では具体的に力学での例を取り上げ、このことについて
考えるところを述べる。
　言うまでもなく円運動は物体の描く軌道が定点から一定の距離となるものであり、力学で取り上げら
れる最も基本的な運動の一つである。 そのなかで等速円運動は時間的に変化しない定常的な運動であり、
質量mの物体が半径rの等速円運動をしているとき、速さυ、向心力F
→
は角速度ωを用いて
 ⑴　　　
と書き表される。ほとんどのテキストではこれが初歩的な事項として示され、その後に物体が変位に比
例する復元力を受けるときの単振動の合成として楕円振動や距離の２乗に逆比例する万有引力の場合の
楕円運動が取り扱われる。6） 円運動には向心力が必要だということは分かるが、⑴式では円運動を生じ
させている力の性質は顕わでない。そこである条件のもとで実現される円運動において、どのように力
の性質に由来する運動の特徴を捉え多少発展的な事項をうまく組み込むことができるのか、以下に最小
限必要な式を用い簡潔に記すことにする。
　質量mの物体が運動する空間、xy平面において物体の位置をベクトルr
→
（定点からの距離は r=¦r
→
¦） で
表すとき、距離のn乗に比例する中心力 F
→
=－αrn-1r
→
 を受ける物体の運動方程式を極座標を用いて 
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のように、動径方向と方位角方向の成分に分ける。そして上式の第２式から角運動量 L＝mr2（dθ/dt） 
が一定となることを用いて循環座標θを消去し１変数rだけの関数として表すと 
 ⑵　　　
　
を得る。7）ここで、α>0は比例定数であり、n＝１または n＝－2とする。運動エネルギーT=（1/2）m
（dr
→
/dt）2と位置エネルギーV＝αrn+1 /（n+1）の和で与えられる力学的エネルギーE＝T＋Vは、改めてr
に関する運動エネルギー K=（1/2）m（dr/dt）2と位置エネルギー
 ⑶　　　
の和E=K＋ として書き表される。
　図に、角運動量がある一定値L≠0で与えられて
いるときに、⑶の位置エネルギー をn=1、n=－2
の場合についてrの関数として示す。距離rが充分
小さいときは第１項が支配的で共に ＝～ L2/（2mr2） 
である。rが充分大きいとき、n=1の場合はr2に比例
して増大し、n=－2の場合は1/rに比例して負の側
から0に近づくという点で振る舞いは異なるものの、
どちらも第２項の寄与によりrと共に増加する。そ
の結果、これら２つの場合に共通して、 に最小値
minが存在する。物体の運動が存在するためにはE
は minより大きくなければならない。これはちょう
ど量子力学でシュレディンガー方程式を解いて定常
状態のエネルギーを求めるときエネルギー固有値は
ポテンシャルエネルギーの最小値より必ず大きいと
いうことと事情は似ている。なお、⑶の の２項は
共にn=－3の場合に1/r2に比例する。この場合には
（L/m）2 ＝α/mとなるときにのみ円運動で、それ
は不安定な軌道となる。
　また、図から明らかなように物体が運動する領域
が有限であるときn=1の場合にはE＞
－ min
＞0、n=－
2の場合には0＞E＞
－ min
である。ここで運動領域が
有限であるときに成り立つビリアル定理7）を用いる
と運動エネルギーと位置エネルギーV∝rn+1の平均
値の間には <T>=｛（n＋1）/2｝<V> の関係が成立するから、直ちにE＝<T>＋<V>の値はn=1の場合
にはE＝2<T>となり正、n=－2の場合には E＝－<T>となり負でなければならないことが分かる。
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　物体の描く軌道は運動方程式から時間を消去した
 ⑷　　　
から求められ、特にn=－2 のときに右辺第２項が定数になるので解は容易に得られる。同様に、1/r2に
対しても
 ⑸　　　
が導かれる。上式でn=1とするとちょうど右辺第２項が消えるので、n=－2のときの⑷と対応している
と考えられる。
　方程式⑷でn=－2のときに定数αを万有引力定数G、太陽の質量M、惑星の質量mの積α＝G（M＋m）m
＝～ GMmとして r=r（θ）を求めると、Eが負で位置エネルギーの最小値より大きいとき
 （6.1）　　
と表される。これは通常テキストで示される極座標による楕円の表式で、離心率ε=0のとき円を表す。 
これよりn=－2の場合の円軌道では円の半径 rcと力学的エネルギーE はそれぞれ
 （6.2）　　
で与えられることが分かる。
　他方、n=1のときに⑸から r=r（θ）を求めると、α= （ばね定数）として
 （7.1）　　
となる。これは力学的エネルギーが位置エネルギーの最小値より大きいとして楕円を表す。
この場合楕円の離心率は　　　　　　であるので、円運動での円の半径rcと力学的エネルギーEは
 （7.2）　　
となる。これはn=－2の場合の結果（6.2）に対応するものである。 式（7.1）を（6.1）と比べると、選ばれて
いる三角関数の相違を別にすれば左辺において1/rが1/r2に、右辺においてθが2θに置き換わっただけ
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である。しかし、このことによって（7.1）においてθをθ＋πとしてもrの値は変わらず原点r＝0は軌道
の中心であることになる。
　同じように（6.1）を見ると r（θ）≠r（θ＋π）であり、原点は楕円の中心ではなく焦点となっているこ
とが分かる。
　物体が半径rの等速円運動をしているとき速さυ、向心力F
→
に対する角速度ωを用いた表式は⑴で与
えられている。角速度 ω＝L/（mrc
2）に（6.2）、（7.2）の第１式をLについて解いたものを代入するとω
はn=1、n=－2の場合にそれぞれ
 （8.1）　　
と表されることが分かる。従って、同じ円運動でもn=1の場合にはωは半径rcに依らないが、n=－2の
場合にはrc
－3/2に比例する。上記の結果から速さは
 （8.2）　　
と表される。 従って、n=1の場合には rc に比例し、n=－2の場合には √r̅c̅  に逆比例する。
　これらの結果を基に（エネルギーが円運動より大きい）楕円運動を考えてみる。 距離rや角速度 
ω=dθ/dt は時間とともに変化するから、それらの平均値が円運動と対応する量となる。例えば、平均
の角速度<ω>は運動の周期をτとして
 ⑼　　　
となる。n=－2の場合、ビリアル定理を用いてEは距離の逆数の平均値<1/r>で、また<1/r>は軌道を
与える式（6.1）の第１式 r＝r（θ）から求められ、それぞれ
 （10.1）　　
と表される。また、速度の２乗の平均値は<υ2>＝GM<1/r>であるから、楕円運動の特徴的な速さで
ある２乗平均速度　　　　　　は
 （10.2）　　
と表される。一方、角振動数の平均値<ω>は面積速度と楕円の面積から、また長半径aは幾何学的に軌
道から求められ、それぞれ
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 （10.3）　　
となる。これらより　　　　　　　　が得られる。 そして、これと（10.3）の第２式を用いると（10.1）の
第２式は<1/r>＝1/aとなるので、結局　　　　　　　　　　　と書き改められることが分かる。円運
動のときの表式（8.1）と比べれば1/rc が<1/r>に置き換えられている。
　これらに対応するn=1の場合の表式を考える。ビリアル定理を用いてEは距離の２乗の平均値<r2>で、
そして<r2>は軌道を与える式（6.1）の第１式 r＝r（θ）を用いてそれぞれ
 （11.1）　　
と得られる。また、速度の２乗の平均値は<υ2>＝ <r2>/mであるから２乗平均速度　　　　　　は
 （11.2）　　
と表される。パラメーターεの定義である（7.1）の第２式から、また長径aは幾何学的に軌道から、それ
ぞれ
 （11.3）　　
で与えられる。式（11.1）と（11.3）の第１式を比べて、また（11.3）の２式から、通常の取り扱い方からす
ればほぼ自明である結果　　　　　　　、E＝ a2/（1＋ε）が得られる。
　距離に比例する力を受ける物体の運動はデカルト座標で運動方程式の解を直接求めて説明されるのが
通常である。ここでは教育的な視点からあえて距離の２乗に逆比例する力を受ける場合と同じ取り扱い
をしてこれらの定常運動の特徴を比較した。出発点は⑷、⑸であり、主な結果だけを再記するとそれぞれ
である。なお、距離に比例する力の場合はrは原点（楕円の中心）からの距離であり<r2>＝a2/（1＋ε）、
<1/r>＝２K（e）/（πa）となる。また、距離の２乗に逆比例する力の場合はrは焦点からの距離であり、
<r2>＝{1＋（3/2）ε2｝a2、<1/r>＝1/aとなることを記しておく。 但し、上述のようにaは楕円の長径、
パラメーターεは（6.1） または（7.1）で与えられ、　　　　　　　である。また、Kは第１種の楕円積
分を表す。
　上式で半径が一定で平均する必要がないとすれば直ちに円運動の表式に帰するから、例えばケプラー
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の第３法則は円運動での（8.1）の第２式が対応するように、楕円運動の特徴はすでに円運動に含まれ
ていると考えられるので説明の仕方を少し工夫することによってかなりの内容を含めることができるの
ではないか、極端に言えば円運動を少し拡げた説明でいわゆる惑星の運動に関する記述をほとんど省略
できると思われる。
　力学の例を取り上げて工夫の一端を説明したが、このようなことで時間的な制約があっても見通しの
よい説明である程度の余裕も生まれ、また内容を絞る際の個別事項の取捨選択の重みが軽減されるので
はないかと思われる。予備知識不足の受講者にとって分かりにくいのではないかという点が気がかりで
はあるが、そのために全体が理解できないことはない。多少発展的な事項は自主学習の課題として適し
ているであろう。なお、円運動についてはここで考察したような側面だけでなく曲線の曲率、さらに膜
の運動の問題と関連づけられる。その方面に自然に注意が向くように内容的に充実させることはより望
ましいが、多分意欲的な受講者を対象とした場合においてのみ考えられることであろう。
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